Неделя 8

Основы и задачи гармонического анализа. Ортогональные и ортонормированные системы. Полные системы

Лекция №8
Цель лекции: раскрыть основные задачи гармонического анализа, повторить понятия ортогональности и ортонормированности, изучить полноту ортонормированных систем и разложение элемента по ортонормированной системе.
1. Основная идея гармонического анализа
Гармонический анализ изучает представление функций и сигналов в виде суперпозиции простых колебательных составляющих. Центральная задача — определить коэффициенты разложения функции по выбранной системе базисных функций: f ≈ Σ cₙφₙ
2. Ортогональность и ортонормированность
(φₙ,φₘ)=0, n≠m;      ||φₙ||=1
Для ортонормированной системы коэффициенты разложения вычисляются как скалярные произведения: cₙ=(f,φₙ)
3. Замкнутая и полная ортонормированная система
Ортонормированная система называется полной, если не существует ненулевого элемента пространства, ортогонального всем элементам системы. Эквивалентно, каждый элемент пространства может быть сколь угодно точно приближен конечными линейными комбинациями элементов системы.
4. Неравенство Бесселя и равенство Парсеваля
Σ |cₙ|² ≤ ||f||²
Для полной ортонормированной системы неравенство Бесселя переходит в равенство Парсеваля:
Σ |cₙ|² = ||f||²
5. Конечномерный пример
В евклидовом пространстве R² стандартные векторы e₁=(1,0), e₂=(0,1) образуют полную ортонормированную систему. Для x=(a,b):
x=a e₁+b e₂,     a=(x,e₁), b=(x,e₂)
6. Разобранные примеры
Пример 1. Проверить ортонормированность e₁=(1,0), e₂=(0,1).
(e₁,e₂)=0; ||e₁||=||e₂||=1. Система ортонормирована.
Пример 2. Разложить x=(3,−2) по {e₁,e₂}.
c₁=(x,e₁)=3, c₂=(x,e₂)=−2.
x=3e₁−2e₂.
Пример 3. Нормировать вектор a=(1,1).
||a||=√2.
e=a/||a||=(1/√2,1/√2).
Пример 4. Проверить ортогональность функций cos x и sin x на [−π,π].
∫₋π^π cosx·sinx dx=0.
Пример 5. Для f(x)=x на [−1,1] найти коэффициент по φ(x)=√(3/2)x.
c=(f,φ)=√(3/2)∫₋₁¹x²dx=√(2/3).

Контрольные вопросы
1. Что изучает гармонический анализ?
2. Что называется ортогональной системой?
3. Что называется ортонормированной системой?
4. Как вычисляются коэффициенты по ортонормированной системе?
5. Сформулируйте неравенство Бесселя.
6. Какая система называется полной?
7. Запишите равенство Парсеваля.
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